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Resumo
Prova-se a existeˆncia de soluc¸a˜o, num sentido generalizado, de um pro-
blema com um multiplicador de Lagrange, para uma restric¸a˜o arbitra´ria
no gradiente e condic¸a˜o de Dirichlet homoge´nea na fronteira. Prova-se
ainda a equivaleˆncia deste problema com a correspondente inequac¸a˜o
variacional el´ıptica. A abordagem utilizada para provar o resultado de
existeˆncia baseia-se na utilizac¸a˜o de soluc¸o˜es de uma fam´ılia aproxi-
mante de equac¸o˜es quasilineares el´ıpticas.
1 Formulac¸a˜o do problema
Seja Ω um aberto limitado de RN com fronteira lipschitz Γ. Dado ϕ ∈ L∞(Ω) na˜o negativo, definimos o
convexo fechado
K = {v ∈ H10 (Ω) : |∇v| ≤ ϕ q.s. em Ω}
e a inequac¸a˜o variacional ∫
Ω
∇u · ∇(v − u) ≥
∫
Ω
f(v − u), ∀v ∈ K. (1)
Dado f ∈ L2(Ω), considere-se o problema de encontrar λ e u verificando
−∇ · (λ∇u) = f em D ′(Ω), (2a)
u = 0 em Γ, (2b)
|∇u| ≤ ϕ em Ω, (2c)
λ ≥ 1 em D ′(Ω), (2d)
(λ− 1)(|∇u| − ϕ) = 0 em D ′(Ω). (2e)
Relativamente a` igualdade (2a) provaremos a seguinte formulac¸a˜o, ligeiramente mais forte,
〈λ,∇u · ∇v〉L∞(Ω)′×L∞(Ω) =
∫
Ω
fv, ∀v ∈W 1,∞0 (Ω), (3)
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onde 〈 · , · 〉L∞(Ω)′×L∞(Ω) representa o par dualidade entre L∞(Ω)′ e L∞(Ω).
O problema (2) foi tratado por Brezis em [2] no caso em que ϕ ≡ 1 e f e´ constante. Este resultado foi
estendido em [5] ao caso em que a restric¸a˜o satisfaz ∆ϕ2 ≤ 0. Um problema ana´logo, com restric¸a˜o ϕ ≡ 1,
com um operador mais geral e f na˜o constante, foi estudado, num sentido generalizado, em [3].
2 Existeˆncia do multiplicador de Lagrange
Nesta secc¸a˜o apresentamos o teorema de existeˆncia de soluc¸a˜o (u, λ) do problema (2), indicando tambe´m que
u e´ a soluc¸a˜o da inequac¸a˜o variacional (1). Sera˜o enunciados os resultados utilizados na demostrac¸a˜o deste
teorema.
Teorema 1 Dadas func¸o˜es f ∈ L2(Ω) e ϕ ∈W 2,∞(Ω) minorada por uma constante positiva, o problema (2)
tem soluc¸a˜o (u, λ) ∈ W 1,∞(Ω) × L∞(Ω)′. Ale´m disso, se (u, λ) e´ soluc¸a˜o de (2), u resolve a inequac¸a˜o
variacional (1).
Considera-se uma fam´ılia de problemas aproximados, utilizando uma penalizac¸a˜o sugerida em [4],
−∇ · (kε(|∇uε|2 − ϕ2)∇uε) = fε em Ω, (4a)
uε = 0 em Γ, (4b)
sendo kε : R −→ R uma func¸a˜o de classe C 2, na˜o decrescente, convexa e tal que
kε(s) =
{
1 se s ≤ 0,
e
s
ε se s ≥ ε,
e onde fε = f ∗ ρε, sendo ρε uma func¸a˜o regularizadora e ∗ o operador convoluc¸a˜o.
Proposic¸a˜o 2 Dadas func¸o˜es f ∈ L2(Ω) e ϕ ∈ L∞(Ω) positiva, o problema (4) tem soluc¸a˜o u´nica uε ∈
C 2,α(Ω) ∩ C (Ω¯).
Lema 3 Dadas func¸o˜es f ∈ L2(Ω) e ϕ ∈ L∞(Ω) com um minorante positivo e 1 ≤ q < ∞, existem
constantes positivas C e Cq tais que, se 0 < ε < 1 e uε e´ a soluc¸a˜o do problema aproximado (4) enta˜o
‖kε(|∇uε|2 − ϕ2)|∇uε|2‖L1(Ω) ≤ C,
‖kε(|∇uε|2 − ϕ2)‖L1(Ω) ≤ C,
‖kε(|∇uε|2 − ϕ2)∇uε‖L∞(Ω)′ ≤ C,
‖∇uε‖Lq(Ω) ≤ Cq.
Proposic¸a˜o 4 Dadas func¸o˜es f ∈ L2(Ω) e ϕ ∈ L∞(Ω) com um minorante positivo, a fam´ılia de soluc¸o˜es
(uε)ε dos problemas aproximados (4) possui uma subfam´ılia que converge fracamente em H10 (Ω) para a
soluc¸a˜o da inequac¸a˜o variacional (1).
Teorema 5 Dadas func¸o˜es f ∈ L2(Ω) e ϕ ∈W 2,∞(Ω) com um minorante positivo, enta˜o as soluc¸o˜es uε dos
problemas aproximados (4) pertencem a um subconjunto limitado de H2loc(Ω).
Proposic¸a˜o 6 Dadas func¸o˜es f ∈ L2(Ω) e ϕ ∈ W 2,∞(Ω) com um minorante positivo, se uε e´ a soluc¸a˜o do
problema aproximado (4) e u e´ a soluc¸a˜o da inequac¸a˜o variacional (1), enta˜o
uε −−−→
ε→0
u em W 1,p0 (Ω), 1 ≤ p <∞
e tambe´m em C 0,α(Ω¯), para 0 ≤ α < 1.
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De seguida apresentam-se os passos mais relevantes da demonstrac¸a˜o do Teorema 1. Das estimativas
apresentadas no Lema 3 resulta que existe uma subfam´ılia de (uε)ε, tambe´m denotada por (uε)ε, tal que
kε(|∇uε|2 − ϕ2)∇uε −⇀
ε→0
Υ fraco-∗ em L∞(Ω)′
kε(|∇uε|2 − ϕ2) −⇀
ε→0
λ fraco-∗ em L∞(Ω)′.
Mostra-se que
〈Υ,∇u〉L∞(Ω)′×L∞(Ω) = 〈λ, |∇u|2〉L∞(Ω)′×L∞(Ω),
o que permite concluir que∫
Ω
kε(|∇uε|2 − ϕ2)|∇(uε − u)|2 −−−→
ε→0
〈Υ,∇u〉 − 2〈Υ,∇u〉 + 〈λ, |∇u|2〉 = 0. (5)
Uma vez que∫
Ω
kε(|∇uε|2 − ϕ2)∇uε · ∇v =
∫
Ω








usando (5) obte´m-se (3).
As demonstrac¸o˜es de (2b), (2c) e (2d) sa˜o relativamente simples.
Observando que, por definic¸a˜o de kε,(
kε(|∇uε|2 − ϕ2)− 1
)(
ϕ2 − |∇uε|2)+ = 0,
algumas das relac¸o˜es anteriores permitem concluir (2e).
Os detalhes das demonstrac¸o˜es dos resultados aqui apresentados podem ser consultados em [1].
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